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I. EINLEITUNG 
Sei K ein unendlicher Korper und Reine noethersche graduierte K-Algebra, so 
daB R0 ~ K gilt und das irrelevante Ideal M = EBn?I R1 von R1 erzeugt wird. 
Bezeichne r = dimK R1 die Einbettungsdimension von R, dann lal3t sich R als 
epimorphes Bild des Polynomringes A = K[X1 , ••• ,X,] schreiben, das heil3t 
R = Ajl fiir ein geeignetes Ideal I. Die Hilbert-Funktion H(n, R) von R, 
das ist H(n, R) = dimK Rn fiir nElL, stimmt fur hinreichend grol3es n mit 
einem Polynom h(n, R), dem Hilbert-Samuel-Polynom, tiberein. Wir bezeichnen 
i(R) = max{n E 7L I H(n, R) =F h(n, R)} + I als Regularitiitsindex von R. Bezeichne 
t den Anfangsgrad des R definierenden Ideals I in A, dann gilt nach Theorem C 
und Korollar I 
i(R) + dimR;;?: t 
i(R) + dim R ;;?: 2t - I 
fiir einen Cohen-Macaulay-Ring R bzw. 
fiir einen Gorenstein-Ring R. 
Wir nennen einen Cohen-Macaulay-Ring R (bzw. einen Gorenstein-Ring R) 
extremal vom Format t, wenn in der entsprechenden Ungleichung Gleichheit 
zutrifft. 
Sei R ein graduierter Cohen-Macaulay-Ring mit dem Regularitatsdefekt 
k = dimK R1 - dim R, dann existiert eine minimale freie Auflosung 
b f. b Ab ! 1 A 0 --+A k--+ A k-1--+ ••• --+ 1--+ 
von R als A-Modul. Wenn R extremal ist, erhalten wir folgende Aussagen 
tiber die Struktur der Auflosungen: 
THEOREM A. Sei R ein extremaler Cohen-Macaulay-Ring vom Format t, 
dann gilt: 
(a) Die Abbildungen fi in der minimalen freien Aufiosung sind homogen 
vom Grad I fur i > 1 und homogen vom Grad t fur i = 1. 
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(b) Fur I ~ i ~ k gilt bi = (!=~t~Wt~12). 
(c) Die Poincare-Reihe FR(T) hat die Gestalt 
mit d = dimR. 
THEOREM B. Sei Rein extremaler Gorenstein-Ring vom Format t, dann gilt: 
(a) Die Abbildungen fi sind homogen vom Grad 1 fur 1 < i < k und 
homogen vom Grad t fur i = 1 und i = k. 
(b) Es ist bi = <:=U~)Ct-12) + c-~+k)C+tf-2) - (~)Cf12) fur I ~ i < k 
und bk =I. 
(c) Fur die Poincare-Reihe FR(T) gilt mit d =dim R 
Der Beweis beider Aussagen verlauft so, daB man zuerst die "Reinheit" der 
Auftosungen nachweist, urn anschlieBend aus der Kenntnis der Hilbert-
Funktion die Betti-Zahlen zu berechnen. Mit "Reinheit" meinen wir, daB 
jeder Syzygienmodul eine homogene Basis aus Elementen ein und desselben 
Grades besitzt. Im iibrigen lassen sich Ieicht Beispiele angeben, die zeigen, daB 
die Betti-Zahlen im allgemeinen nicht durch die Hilbert-Funktion bestimmt 
sind. Diese Strukturaussagen stellen W eiterentwicklungen von Theorem 2.I 
und Theorem 2.8 von J. M. Wahl aus [I2] dar, die Spezialfalle unserer Satze 
sind. 
Eine Reihe generischer Determinantenideale sind Beispiele solcher extremaler 
Ringe. Dariiber hinaus erhalt man die Struktur der freien Auftosungen der 
von J. Sally in [7] und [8] betrachteten Tangentialkegel, die insbesondere die 
Tangentialkegel rationaler und minimaler elliptischer FHichensingularitaten 
umfassen, vergleiche auch [9] und [12]. Fiir die Beispiele verweisen wir auf 4. 
2. NUMERISCHE CHARAKTERE VON COHEN-MACAULAY-RINGEN 
Fiir die Poincare-Reihe FR(T) eines graduierten Ringes R, das ist FR(T) = 
Ln>o H(n, R) Tn, gilt nach dem Satz von Hilbert-Serre mit d =dim R, 
FR(T) = fR(T)f(I - T)a, wobei fR ein Polynom in T ist. Den Grad degfR des 
Polynoms fR bezeichnen wir als Hohe der Graduierung h(R) von R. Mit den 
Bezeichnungen aus I. sei F.: 0 ~Fk ~Fk-l ~ ··· ~F1 ~F0 eine minimale 
freie Auftosung von R als A-Modul, dann gilt F0 "" A und 
fiir 1 ~ i ~ k. 
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Indem man die Additivitat der Poincarc~-Reihe ausnutzt, erhlilt man hieraus 
FR(T) = gR(T)/(1 - TY mit 





Der Grad von gR(T) stimmt mit der groBten ganzen Zahl t iiberein, so daB 
A( -t) als direkter Summand in der minimalen freien Auflosung von R vor-
kommt. Aus diesem Grund bezeichnen wir t(R) = deggR(T) als Maximalgrad 
vonR. 
THEOREM C. Sei R ein d-dimensirmaler graduierter Cohen-Macaulay-Ring, 
dann stimmen die folgenden ganzen Zahlen uberein: 
(a) i(R)- 1 = max{n E 1L I H(n, R) =I= h(n, R)}, 
(b) max{n E 1L I [HMd(R)]n =I= 0}, 
(c) max{n E 1L I Mn ~ xR}- L.:=l ti, wobeix = {x1 , ••• , xd} eine R-Sequenz 
mit ti = deg xi , 1 ::s;; i ::s;; d, ist, 
(d) h(R) - dim R und 
(e) t(R)- r, wobei r die Einbettungsdimension von R bezeichnet. 
Beweis. Die Gleichheit der in (a) und (b) definierten ganzen Zahlen ergibt 
sich aus [10] No. 80, wo durch die lokale Kohomologie ausgedri.ickt, 
d 
H(n, R)- h(n, R) = L (-1)i dimK[HMi(R)Jn fi.ir aile n E 1L 
i=O 
gezeigt wird. Sei x E R ein R-regulares Element vom Grad t, dann haben wir 
die kurze exakte Sequenz 
"' 0--+ R( -t)--+ R--+ RjxR--+ 0. 
Hieraus ergibt sich fi.ir all n E 1L die exakte Sequenz 
woraus man unschwer 
max{n E 1L I [HMd(R)]n =I= 0} = max{n E 1L I [H~1(RjxR)]n =I= 0}- t 
abliest, da die Iokalen Kohomologiemoduln artinsch sind. Nach d weiteren 
Schritten erhalt man wegen HM0(RjxR) ~ RjxR die Gleichheit der in (b) und 
(c) angegebenen ganzen Zahlen. 
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Sei x = {x1 , ... , xa} eine R-Sequenz mit t; = deg xi, dann ergibt sich fiir 
die Poincare-Reihe 
Hierbei istFR!xR(T) ein Polynom, da RfxR die Dimension Null hat. Andererseits 
gilt (1 - T)d FR(T) = fR(T), so daB man durch Vergleich der Gradzahlen 
h(R)- d = degFR/xR(T)- L.:=l ti erhalt. Nun stimmt der Grad des Polynoms 
FR!xR(T) gerade iiberein mit 
max{n E 7L I [RfxR]n =I= 0} = max{n E 7L I Mn r;_ xR}. 
Mithin sind die in (c) und (d) angegebenen ganzen Zahlen identisch. Die 
Gleichheit der in (d) und (e) definierten ganzen Zahlen ergibt sich entsprechend 
aus der Gradbetrachtung der Poincare-Reihe. I 
Wenn man von einer minimalen freien graduierten A-Auflosung von R 
ausgeht, gilt di+I > di fiir aile I ~ i ~ k, und d1 gibt den Anfangsgrad des R 
definierenden Ideals t von I in A an. 
KOROLLAR I. Sei R ein graduierter d-dimensionaler Cohen-Macaulay-Ring 
(bzw. Gorenstein-Ring), dann sind die in Theorem C erkliirten ganzen Zahlen nicht 
kleiner als t - 1 - d (bzw. 2t - 2 - d). 
Beweis. Sei R ein d-dimensionaler Cohen-Macaulay-Ring, dann erhiilt man 
mit der vorangehenden Uberlegung fiir den Maximalgrad t(R) ~ t - 1 + k, 
was wegen r = d + k die Behauptung beweist. Die Aussage fiir den Gorenstein-
Ring ergibt sich ebenso, wenn man beriicksichtigt, daB die minimale freie 
Auflosung fiir einen Gorenstein-Ring selbst-dual ist, was insbesondere 
dk-l + t ~ dk bedeutet. I 
3. ExTREMALE CoREN-MACAULAY- UND GoRENSTEIN-RINGE 
Sei R ein d-dimensionaler graduierter Cohen-Macaulay-Ring (bzw. Goren-
stein-Ring), fiir den das definierende Ideal I in A den Anfangsgrad t hat. Mit 
Riicksicht auf Theorem C und Korollar I gilt dann i(R) + dim R ~ t (bzw. 
i(R) +dim R ~ 2t- 1), wobei i(R) = max{n E 7L I H(n, R) =I= h(n, R)} + 1, 
den Regularitatsindex bezeichnet. 
DEFINITION. Der Cohen-Macaulay-Ring (bzw. der Gorenstein-Ring) R 
heiBt extremal vom Format t, wenn i(R) +dim R = t (bzw. i(R) +dim R = 
2t- I) gilt. 
In Hinblick auf Korollar 1 erscheint die Wahl der Bezeichnung zunachst als 
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sinnvoll. Das soli im folgenden durch eine weitere extremale Eigenschaft 
unterstrichen werden. 
LEMMA. Sei R ein d-dimensionaler extremaler Cohen-Macaulay- (bzw. 
Gorenstein-) Ring vom Format t und der Einbettungsdimension k + d, dann gilt 
fiir die Poincare-Reihe 
FR(T) = (%
0 
(k- ~ + n) r)/(1- T)d (bzw. 
FR(T) = (~: (k- ~ + n) (Tn + y2t-2-n) _ (k-; ~ t t) yt-1)/(1 _ T)d). 
Beweis. Zuerst sei R nulldimensional, dann erhalt man im ersten Fall 
dimK Rn = (k-!,+n) fiir 0 ~ n < t und dimK Rn = 0 sonst, da sich Hohe der 
Graduierung und Anfangsgrad des R definierenden Ideals I um 1 unterscheiden, 
vergleiche Theorem C. Wenn R = EB~~o Rn mit R. ~ 0 ein nulldimensionaler 
Gorenstein-Ring ist, definiert der Sockel R. eine perfekte Paarung, woraus sich 
fur alle n E 7L 
ergibt, vergleiche [6]. Unter unseren Voraussetzungen ist s = 2t- 2. Da der 
Anfangsgrad von I gerade t betriigt, gilt somit 
d. R d. R (k - 1 + n) lmK n = !mK 2t-2-n = n fur 0 ~ n < t. 
Mit diesen Uberlegungen ist die Behauptung fur d = 0 gezeigt. Sei d > 0, 
dann existiert ein R-regulares Element x E R vom Grad 1, da K unend1ich ist. 
Aus der Additivitat der Poincare-Reihe folgt dann FR(T) = FR!xR(T)/(1 - T), 
und eine Induktion beweiBt die Behauptung. I 
Beweis der Theoreme A und B. Die Beweise der heiden Aussagen (c) finden 
sich bereits im Lemma. Wir gehen von der minimalen freien Auflosung 
von R als A-Modul aus. Hierbei gilt F; =A( -d;) EB ··· EB A( -d;- r;) mit 
r; ~ 0, wobei alle direkten Summanden von F; die Form A( -d;- s), 
0 ~ s ~ r; , haben. Wegen der Minimalitat gilt di+l > d; fur aile i. Da R 
extremal vom Format t ist, hat I den Anfangsgrad t, also d1 = t. Sei R zuerst 
ein extremaler Cohen-Macaulay-Ring, dann gilt wegen Theorem C und 
Korollar 1 
t = dl < d2 < . . . < dk ~ t - 1 + k, 
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das heiBt di = t - 1 + i fiir 1 ~ i ~ k. W egen der Minimalitat der Auflosung 
folgt nun sofort ri = 0 fiir 1 ~ i ~ k. Damit ist die Auflosung F. rein und (a) 
von Theorem A bewiesen. Fiir die Poincare-Reihe von R ergibt sich aus der 
Struktur der Auflosung 
k 
(1- Tl+dFR(T) = 1 + L (-1)ib•Tt-I+•. 
i~1 
Andererseits kennen wir die Poincare-Reihe von R nach dem Lemma. Ein 
Koeffizientenvergleich der entsprechenden Polynome ergibt nach einer Reihe 
einfacher Umformungen die Behauptung iiber die Betti-Zahlen hi von R. 
N iitzlich hierfiir ist die Kenntnis der Identitat L;~-:,~ ( -1 )t-1-n(m+t1-n)(k-~+n) = 
(t-I+k )(t+m-2) t-1+m m-1 · 
Fur einen Gorenstein-Ring R ist die Auflosung F. selbstdual, das bedeutet 
insbesondere Fk:::::: A( -k - 2t + 2) nach Theorem C und HomA(Fk-i, 
A( -k - 2t + 2)) ~ Fi . Hieraus erhalten wir 
-di - ri = dk-i - k - 2t + 2 fiir 1 ~ i < k. 
Wie zuvor schlieBt man 
und dk-1 ~ k + 2t- 2- d1' 
das heiBt di = t- 1 + i und ri = 0 fiir 1 ~ i < k. Damit ist die Behauptung (a) 
von Theorem B gezeigt. Fiir diePoincare-Reihe erhalten wir (1- T)k+d FR(T) = 
1 + L,:::: ( -1 )i bJt-l+i + ( -1 )k T 2t-2+k, woraus sich wie im ersten Teil die 
Betti-Zahlen berechnen lassen. I 
Die Struktur der Auflosung gibt die Moglichkeit der Berechnung einiger 
Invarianten extremaler Ringe. Hierbei bezeichne e(R) die Multiplizitat und 
!L(R) = dimK ExtRd(K, R) den Typ eines d-dimensionalen Cohen-Macaulay-
Ringes. 
KoROLLAR 2. Fur einen extrema/en Cohen-Macaulay-Ring R wie in Theorem A 
gilt e(R) = (k+t1), !L(R) = (kt~J:2) und das I definierende Ideal wird von C+'t-1) 
Formen vom Grad t erzeugt. Sei R ein extremaler Gorenstein-Ring wie in Theo-
rem B, dann ist e(R) = (k+L-1) + (k+L-2), und I wird von (tt~1) - (tt~J:3) Formen 
vom Grad t erzeugt. 
W enn R ein beliebiger graduierter Ring und x E R ein Parameter vom Grad 1 
ist, gilt (1- T)FR(T) =FR!xR(T)- TF0,,(T). Hieraus folgt, daB fiir die 
Poincare-Reihe eines d-dimensionalen Cohen-Macaulay-Ringes mit der Ein-
bettungsdimension k + d und der Hohe der Graduierung t - 1 gilt 
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so daB die Poincare-Reihe eines extremalen Cohen-Macaulay-Ringes vom 
Format t und der Einbettungsdimension k + d eine obere Schranke ftir FR(T) 
bildet. (Hierbei bedeutet Ln>o anTn;;,: Ln>o bnTn ftir zwei formale Potenz-
reihen, daB an ;;,: bn ftir aile n ;?c 0 gilt.) Eine entsprechende Bemerkung trifft 
ftir extremale Gorenstein-Ringe zu. 
Die Extremalitat eines Gorenstein-Ringes impliziert, daB die Hohe der 
Graduierung gerade ist. Man konnte annehmen, daB zu Theorem B ahnliche 
Aussagen ftir h(R) = 2t - 1 moglich sind. Ftir einen 0-dimensionalen Goren-
stein-Ring hieBe das dimK Rn = dimK R2t-I-n = (''-;+n) ftir 0 :(; n < t. Es 
gibt aber einfache Beispiele solcher nulldimensionaler Ringe, die keine reine 
Auflosung besitzen. 
4. BEISPIELE 
1. Sei X= (x;i), 1 :(; i :(; n, 1 :(;j :(; m, n < m, eine Matrix von Unbe-
stimmten tiber KundA = K[X]. Wir betrachten die !deale I(n, m), die durch 
die maximalen Minoren von X erzeugt werden. Bekanntlich ist R = Ajl(n, m) 
ein Cohen-Macaulay-Ring. Ferner gibt J. A. Eagon in [2] eine maximale 
R-Sequenz x bestehend aus Formen vom Grad 1 an, die RjxR '"""-' 
K[y1 , ••. , Ym-n+I]f(y1 , ••• , Ym-n+I)n zeigt. Folglich ist R extremal vom Format n. 
Ftir diese Beispiele kennt man nach [3] sogar die explizite Auflosung von R. 
Der Eagon-Northcott-Komplex kann dartiber hinaus zum Beweis von Theo-
rem A benutzt werden. 
2. Sei X= (xii), 1 :(; i,j :(; n, eine symmetrische Matrix von Unbestimmten 
tiber K und Charakteristik(K) # 2. Sei I das von den (n- 1)-Minoren von X 
erzeugte Ideal. Die Goto-Tachibana-Auflosung [4] von R = K[X]jl zeigt, 
daB R extremal vom Format n- 1 ist. 
3. Sei (R, m) ein d-dimensionaler lokaler Cohen-Macaulay-Ring, dann 
haben wir ftir die Einbettungsdimension r :(; e(R) + d- 1. Wenn Gleichheit 
gilt, zeigt J. Sally in [7], daB der Tangentialkegel Grm(R) ein Cohen-Macaulay-
Ring ist. Man tiberzeugt sich leicht davon, daB Grm(R) extremal vom Format 2 
ist. Diese Beispielklasse umfaBt insbesondere die in [12] Theorem 2.1 betrachte-
ten rationalen Flachensingularitaten. Wenn R Faktorring eines Potenzreihen-
ringes tiber Kist, erhalt man mit Lemma 1.6 aus [12] auch Aussagen tiber die 
Auflosung von R, siehe auch [9]. 
4. Sei X= (x;i) eine schiefsymmetrische (2n + 1) x(2n + I)-Matrix von 
Unbestimmten, d.h. xii = -xii und X;;= 0, und A = K[X] der graduierte 
Polynomring. Wir betrachten das Ideal P, das von den Pfaffschen Formen der 
schiefsymmetrischen 2n-Minoren von X erzeugt wird. D. A. Buchsbaum und 
100 PETER SCHENZEL 
D. Eisenbud konstruieren in [I] die minimale freie Auflosung von R = AjP, 
die zeigt, daB Rein extremaler Gorenstein-Ring vom Format n ist. 
5. Sei X= (x;;) eine n X n-Matrix von Unbestimmten tiber K und 
A = K[X]. Wenn I das von den (n- 1)-Minoren von X erzeugte Ideal 
bezeichnet, erhalt man mit der Gulliksen-Negard-Auflosung aus [5], daB Afl 
extremaler Gorenstein-Ring vom Format n- I ist. 
6. Sei (R, m) ein d-dimensionaler Gorenstein-Ring, ftir den die Einbettungs-
dimension r mit e(R) + d- 2 tibereinstimmt. J. Sally beweist in [8], daB der 
Tangentialkegel Grm(R) ein Gorenstein-Ring ist, dessen Format man Ieicht 
als 2 berechnet. Diese Beispielklasse umfaBt die minimalen elliptischen 
Flachensingularitaten von H. Laufer, vergleiche [12]. Wenn R Faktorring eines 
Potenzreihenringes tiber K ist, erhalt man mit Lemma 1.6 aus [12] wiederum 
Aussagen tiber die Auflosung von R, siehe auch [9]. 
7. Sei Ll das durch n verschiedene Punkte der Momentenkurve (a, a2, ... , ad), 
a E IR, definierte simpliziale Polytop und K[LI] der zugehorige graduierte Ring, 
vergleiche [11]. Ftir d = 2t- 2, t ;:?: 2, erhalten wir mit Hilfe von [11] und 
einem Resultat von M. Hochster, daB K[LI] ein extremaler Gorenstein-Ring 
vom Format t ist. Ftir ganze Zahlen t ;:?: 2 und k ;:?: I setzen wir d = 2t- 2 
und n = d + k, dann erhalten wir mit K[LI] einen extremalen Gorenstein-Ring 
von vorgegebenem Format t und vorgegebener Kodimension k. 
Die unter 3. und 6. betrachteten Beispiele wurden mit anderen Uberlegungen 
in [9] behandelt. Der Begriff der Extremalitat fiir Cohen-Macaulay-Ringe 
erscheint hierbei als geeignete Verallgemeinerung von Cohen-Macaulay-Ringen 
mit maximaler Einbettungsdimension. 
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